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Racionalna funkcija

Racionalna funkcija je koli¢nik (kvocient) dveh polinomov:

f(x) = M

q(x)

Polinoma, ki nastopata v izrazu, sta si tuja — v nasprotnem primeru bi imeli konstantno funkcijo.

Izraz je prav tako okrajSan koli¢nik. SploSno ga lahko zapiSemo tudi tako:
X
q(x)

anx" + an; 1x"1 1+ ggday

b X™ + bm; 1x™Mi 1+ deghy

Racionalna funkcija je definirana le za neniCelne vrednosti polinoma | A Pomni

q(x) 6 0. Drugate povedano: imenovalec racionalne funkcije mora biti Vrednost ulomka:

razliCen od ni¢ (g =1) a _ y
5°

ne obstaja.

Tocko, kjer je imenovalec racionalne funkcije enak ni¢ (q(x) = 0),

imenujemo pol racionalne funkcije. V polih ima graf racionalne funkcije

navpicno asimptoto.

A Pomni

Vrednost ulomka: Racionalna funkcija ima ni¢le takrat, ko je vrednost polinoma p(x) = 0

0 oziroma ko je Stevec racionalne funkcije enak nic.

B=O.

Ni¢le poi¢emo tako, da resimo polinomsko enaébo p(x) = 0.

ZGLED 1:
x%i 1
3x+ 5

Zapisimo definicijsko obmogcje in ni¢le racionalne funkcije f (X) =

Ker je racionalna funkcija definirana za neni€ele imenovalce izrazov, pois¢emo ni¢lo imenovalca:

3x+5=0) x=j g

5
Torej je definicijsko obmocje: Df = Rnf gg.



Racionalna funkcija ima vrednost ni¢, kadar je imenovalec enak 0: x?i 1=0.
Nicle: (xj N(x+ 1)) x4=T;x2=j 1.

Lastnosti racionalnih funkcij:

Povedali smo Ze, kako poiS€emo kriticne tocke racionalne funkcije (ni€le in pole). Te so pa lahko
poljubne stopnje. Podobno kot za polinome velja, da racionalna funkcija spremeni predznak v

ni¢lah lihe stopnje (tam preide skozi abcisno os).

Prav tako racionalna funkcija spremeni predznak skozi pole lihe stopnje (v polu se racionalna
funkcija pretrga). Pri polih lihe stopnje gredo tocke z ene strani proti polu k vrednostim + 1 , z
druge strani pa proti polu k vrednostim {1 . Ko pa je pol sode stopnje, gredo vrednosti z obeh

strani pola proti §1

ZGLED 2:
Narigi fa f (x) Ly (x) 1

arisimo grafa = —in = —.

J x"9 X2

Funkcija f (X) nima nicel, njen pol pa je (ko je Funkcija g(X) prav tako nima ni¢el, njena pola

imenovalec enak nic): pa sta:
x = 0. x?2=0) xq2=0,
Njen graf je: Njen graf je:
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Slika 1: Funkcija f (x) = xi ' Slika 2: Funkcija f (X) = xi 2



Vidimo, da graf preko pola spremeni predznak.

Z leve strani proti polu gredo vrednosti proti

Vidimo, da graf preko pola ne spremeni

predznak. Z leve strani proti polu gredo

i1l , z desne proti polu pa gredo vrednosti vrednosti proti + 1 , prav tako z desne proti
proti+ 1 . polu.
VAJE:
1. Zapisite ni¢le in definicijsko obmocje funkcije f (X) = 1
2. Zapisite ni¢le in definicijsko obmogje funkcije f (X) = 2]
i
3. Zapisite ni¢le in definicijsko ob v'fk"f(X)_ >
. Zapisite ni¢le in definicijsko obmogje funkcije = .
P : J : X2+ 6x + 8
1
4. Zapisite ni¢le in definicijsko obmogje funkcije f (X) = 21
e y ) Xji 5
5. Zapisite ni¢le in definicijsko obmogje funkcije f (X) = ey
6. ZapiSite nicle in definicijsko obmodje fi k"f(X)_ X2+ 27
. Zapisite ni¢le in definicijsko obmogje funkcije SR
x*j 8
7. ZapiSite ni¢le in definicijsko obmogje funkcije f (X) = I .
X2 xij 20
e g ) x?+ 3xj 10
8. Zapisite ni¢le in definicijsko obmogje funkcije f (X) = 3
i
~ 1]
9. Zapisite ni¢le in definicijsko obmocje funkcije f (X) = log ”

10. Zapisite ni¢le in definicijsko obmogje funkcije f (x) = In

11. Zapisite nicle in definicijsko obmogje funkcije f (X) =  log

"x2i 4xj 5"
X2+ xj 2 °
SR

X2 9




Asimptota racionalne funkcije

Do sedaj smo spoznali, kako se racionalna funkcija vede v okolici nicel in polov, povejmo Se, kaj
dolo€a njeno obnaSanje dale€ stran od njenega izhodis¢a. Da bi znali narisati graf racionalne
funkcije, moramo poznati njeno obnaSanje, ko vrednosti spremenljivke X rastejo/padajo v

neskonénost. Lo¢imo tri primere:

A Stopnja polinoma v Stevcu je manjSa kot stopnja polinoma v imenovalcu.
P(X)
q(x)

q(x). Potem velja, da ko teCe spremenljivka X proti §1 , vrednosti polinoma v imenovalcu

Naj za racionalno funkcijo f (X) = velja, da je polinom p(X) niZje stopnje kot polinom

hitreje nara$€ajo kot vrednosti polinoma v Stevcu, zato velja, da gre koli¢nik (vrednost
ulomka) proti 0.

Npr: f (X) = % ) asimptota:y = O.

)} Pravimo, da je takrat asimptota vodoravna premica z enacbo y = 0.

A Stopnja polinoma v Stevcu je enaka stopniji polinoma v imenovalcu.
P(X) _ anx" + ¢g¢+ ag
q(x)  bnx" + ¢gg+ by

sta enaki). Potem velja, da ko teCe spremenljivka X proti §1 , je vrednost racionalne

a
funkcije odvisna od koli¢nika koeficientov —n, h kateremu se vrednosti racionalne funkcije

b

Naj za racionalno funkcijo f (X) = velja, da je m = n (stopnji

takrat priblizujejo.

Npr: f (Xx) = % ) asimptotay = ?1

da
1 Pravimo, da je takrat asimptota vodoravna premica z enacbo y = 4

a.

A Stopnja polinoma v $tevcu je vedja od stopnje polinoma v imenovalcu.
p(x)
q(x)

d(x). Potem velja, da ko te¢e spremenljivka X proti 81 , vrednosti polinoma v $tevcu

Naj za racionalno funkcijo f (X) = velja, da je polinom p(X) visje stopnje kot polinom

hitreje narasSCajo kot vrednosti polinoma v imenovalcu, zato takrat vrednosti racionalne

o P(X) o(x)
funkcije tecejo proti kolicniku — = k(x) + —.
! a0~ ™" 4
Npr: f (x) = )(:(#1 ) asimptota:y = x + 1.

I Pravimo, da je takrat asimptota koli¢nik, ki ga dobimo, ko delimo polinom p(X) s



polinomom q(X). Asimptota je y = Kk(Xx).

Risanje grafa racionalne funkcije

Graf racionalne funkcije je (preko polov) pretrgana krivulja. Ce jo Zelimo narisati moramo poznati
(Ce obstaja) njeno zacetno vrednost, ni€le, pole in njeno asimptoto. Racionalno funkcijo ponavadi

nariSemo v 4-5 korakih.

1. korak: ZaCetna vrednost je toCka, kjer racionalna funkcija seka ordinatno os. To je to¢ka, ko je

x = 0, zato lahko, ¢e obstaja (ne obstaja kadar je X = 0 pol), njene koordinate izratunamo tako:

p(x)
a(x)
p(0)
f = 7
© = 40
an ¢On + an; 1 ¢0ni '+ ¢¢¢+ ao
bm ¢0" + by 1 ¢0Mi 1+ ggg+ by
Qo

o

f(x)

™~ 11
a
Zacetna vrednost je zato tocka N O; 0

bo

X
2. korak: Nicle racionalne funkcije so nicle Stevca M zato resimo enacbo p(x) = 0. Za nje

a(x)
velja enako kot za ni¢le polinoma. Ce je ni¢la lihe stopnje, graf racionalne funkcije seka abcisno os,
sicer pa ne.
X
3. korak: Poli racionalne funkcije so ni¢le imenovalca % zato resimo enacbo q(x) = 0.

NariSemo jih kot navpi¢ne (Crtkane) asimptote. Graf racionalne funkcije se polom pribliZuje, vendar

jih nikoli ne seka - preko polov se graf pretrga. Ce je pol lihe stopnje, se preko pola spremeni

predznak, sicer pa ne.

4. korak: Asimptoto poiS¢emo glede na stopnjo Stevca in imenovalca (glej stran 7). Racionalna
funkcija v okolici koordinatnega izhodi$¢a lahko seka asimptoto, ko pa X te¢e dale¢ v §1 , pa se

graf priblizuje asimptoti (je ne seka).



5. korak: Racionalno funkcijo po potrebi tabeliramo, da lazje ugotovimo potek grafa racionalne

funkcije.
ZGLED 3:
. 2X+6 . 3 " —_ y
Za funkcijo f (X) = 2 4 pois€imo zacetno vrednost, nicle, pole, zapiSimo definicijsko obmodje
i

in enacbo asimptote. Nari§imo njen graf.

Zacetna vrednost funkcije f (X) je focka, ko je x = O:

_2¢0+6 _ 6 _ 3
0= e 72712 .
I
.3 |
N (0’ | é . I f(x)
I
I
I
Ni¢le pois¢emo tako, da reSimo :
enacbo p(x) = O: [
2+ 6= 0 :
| ¥=0
x=1i3) Mq(j 30). S T R S
| X
I
I
Poli so ni¢le imenovalca. ReSimo I
I
enacbo: I
x2i 4=0 :X1=2
(xi 2(x+2)=0 :
I
X1=2;X2=j 2. I

Slika 3: Zgled 3

Definicijsko obmocje je mnozica realnih Stevil brez polov. Zapisemo: D = Rnf | 2;2g.

Asimotota je vodoravna premica 'y = 0, saj je stopnja polinoma v $tevcu (= 1) manj$a od stopnje

polinoma v imenovalcu (= 2).

Vse izracunano nari§emo v koordinatni sistem (Slika 3). Graf bo potekal od (j1 ;j 3) pod
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abcisno osjo (ob asimptoti). Med (j 3;j 2) se bo ob polu vzpenjal v 1 . Ker je X2 = j 2, pol lihe
stopnje preko pola graf spremeni predznak in preko pola "pride" iz j1 . Med poli nimamo nobene
nile, zato se obrne in gre nazaj ob polu X1 = 2 v i1 , kar pomeni, da je graf na intervalu
(i 2;2) vedno negativen. Preko pola X1 = 2 spremeni predznak in nato na intervalu (2; 1 ) pada
iz 1 proti asimptotiy = O.
ZGLED 4:

X?i xXij 2
X2 2x+ 1
obmodje in enacbo asimptote. NariS§imo njen graf.

Za funkcijo f (x) = poid¢imo zacetno vrednost, ni¢le, pole, zapiS§imo definicijsko

Zacetna vrednost funkcije f (X) je focka, ko je X = O:

_ 0% 02 _j2_
MO = Gizgr1- 1 717
N(O;i 2). .
!_ le 2=1
Nic¢le pois¢emo tako, da reSimo : '
enacbo p(x) = 0: 2- I
x2i xi 2=0 y=r _1___|___ ________
(Xj (x+1)=0 N-LO) : Kr
X1=2;X2=j 1 4 3 h 0o 1 3 4 5 6
| M,(2,0)
) M1(2,0);M2(; 1;0). :
I
I
Poli so nicle imenovalca. Resimo 3 |
enacbo: :
4 I
I
-54 |
P |f(x)
6 I
I

Slika 4: Zgled 4



X2 2x+1=0
(xj N?=0

X1:2 = 1.

Definicijsko obmocje je mnozZica realnih $tevil brez polov. Zapisemo: D = Rnf 1g.

Asimptota je vodoravna premica y = 1, saj sta stopnji polinomov v imenovalcu in $tevcu enaki — v

L . . . an 1
obeh primerih sta stopnji 2. Asimptota je zato y = m = 1 =1
Vse izraGunano nari§emo v koordinatni sistem (Slika 4). Graf bo potekal od (j1 ;j 1) od

asimptote Y = 1 do absisne osi, in bo v M2(j 1;0) presel pod abcisno os in nadaljeval do pola
X1.2 = 1 proti i1 . Preko pola se bo prelomil in ker je pol sode stopnje, preko pola ne bo
spreminjal predznaka. Od (1; 2) je graf negativen, od (2; 1 ) pa gre proti asimptoti y = 1 (ki jo pri
X = 3 tudi seka).

ZGLED 5:

x3+ 5x%j 4xi 20
X2+ xji 12

definicijsko obmocje in enacbo asimptote. Nari§imo njen graf.

Za funkcijo f(x) =

pois€imo zacetno vrednost, nicle, pole, zapiSimo

Zacetna vrednost funkcije f (X)

je focka, ko je x = O:

Nic¢le pois¢emo tako, da reSimo

U
I
I
|
|
|
|
|
enacbo p(x) = O: :
x3+ 5x2; 4xi 20=0 I
X2(x+ 5)j 4x+5 =0 |
|
(x+3)(x+2)(xj =0 I ’
|
|
|
"It
|
|
|
|
|
|

ﬂ—————————

X1=]5%X2=j2;x3=2
) Mi(j 5;0);M2(i 2,0)
M3(2; 0).

w
—
N
o
~

X
I
w

N

Slika 5: Zgled 5



Poli so ni¢le imenovalca. ReSimo enacbo:
X2+ xj 12=0
(x+4)(xj 3y=0

X1=1j4 X2=3.

Definicijsko obmocje je mnozica realnih Stevil brez polov. Zapisemo: D = Rnf | 4; 3g.

Asimptota je premica y = X + 4, saj je stopnja Stevca (= 3) vi§ja kot stopnja imenovalca (= 2),

zato je asimptota koliénik pri deljenju Stevca z imenovalcem, ki je v nasem primeruk(X) = X + 4.

Vse izraGunano nariemo v koordinatni sistem (Slika 5). Graf bo potekal od (j1 ;j 4) tako, da bo
pri X = j 5 presel abcisno os. Do | 5 bo potekal ob asimptoti med | 5 do j 4 pa poteka proti
+1 ob polu. Preko pola (X1 = j 4) spremeni predznak in se na itervalu (j 4;3) obrne nazaj
navzdol (podobno kot parabola). Na intervalu (j 3;1 ) pa pride ob polu iz 1 se obrne in se, ko X
raste ¢ez vse meje, priblizuje asimptotiy = X + 4.
ZGLED 6:

2.

[

x4+ 2

in enacbo asimptote. Nari§imo njen graf.

Za funkcijo f (Xx) =

pois¢imo zacetno vrednost, ni¢le, pole, zapiSimo definicijsko obmocje

ZaCetna vrednost funkcije "y
f (X) je focka, koje x = O: ]
i 1 1
S L
fo= 1=
. 1 1
) N )
M, (-1,0) M,(1,0) f(x)
0 )
Nigle poisdemo tako, da Y=0 7 N ° ! 2 * x
resimo enacbo p(x) = 0: N(O,-=)
x?i 1=0 B
(x+1N(xj H=0
) Ma(i 1;0);M2(1;0). 2
Slika 6: Zgled 6
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Poli so ni¢le imenovalca. ReSimo enacbo:

x4+ 2=0.

Enacba nima realnih reSitev, zato racionalna funkcija nima polov.

Definicijsko obmodje je mnozica realnih Stevil. ZapiSemo: Df = R.

Asimptota je vodoravna premica y = 0, saj je stopnja polinoma v $tevcu (= 2) nizja od stopnje

polinoma v imenovalcu (= 4).

VriSemo zacetno vrednost in ni¢le v koordinatni sistem. Graf te funkcije poteka nad abcisno osjo ob

asimptoti y = 0 do ni¢le X = j 1, kjer preide pod abcisno os in je tam vse do ni¢le X = 1, kjer

spet spremeni predznak in nato nadaljuje ob asimptoti nad abcisno osjo. Lahko bi rekli, da so

vrednosti grafa za X 2 (j 1; 1) negativne, ko je X = § 1, so vrednosti ni¢, za vse ostale X pa so

pozitivne in zelo blizu nic.

VAJE:

12.

13.

14.

15.

Za funkcijo f (x) = —— poisgite
jof (x) <+ 1P

zacCetno vrednost, nicle, pole, zapisite
definicijsko obmodje in enacbo asimptote.

NariSite njen graf.

Za funkcijo f (x) = oiscite
jof (x) X2 1P

zacetno vrednost, nic¢le, pole, zapisite
definicijsko obmocje in enacbo asimptote.

NariSite njen graf.

Za funkcijo f (X) = poiscite

X2+ 6x + 8
zacetno vrednost, nicle, pole, zapiSite
definicijsko obmocje in enacbo asimptote.

NariSite njen graf.

Za funkcijo f (X) =

1
2t poiscite

16.

17.

18.

zacetno vrednost, nicle, pole, zapisite
definicijsko obmocje in enacbo asimptote.
NariSite njen graf.

x+1
1 poiscCite

Za funkcijo f (X) =

zacetno vrednost, nicle, pole, zapisite
definicijsko obmocje in enacbo asimptote.

NariSite njen graf.

X -
Za funkcijo f (X) = ” poiscite

+ 3
zaCetno vrednost, nicle, pole, zapisite
definicijsko obmodje in enacbo asimptote.

NariSite njen graf.

) Xi3 ..
Za funkcijo f (Xx) = 5D poiscite

zacetno vrednost, nicle, pole, zapiSite

14



19.

20.

21.

22.

23.

definicijsko obmodje in enacbo asimptote.

NariSite njen graf.

Xj 3
X2 2x+ 1
zacetno vrednost, nicle, pole, zapisite

Za funkcijo f(x)= poiscite

definicijsko obmocje in enacbo asimptote.

NariSite njen graf.
x3 + 2x?
x2i 1

zacCetno vrednost, nicle, pole, zapisite

Za funkcijo f (X) = poiscite

definicijsko obmocdje in enacbo asimptote.

NariSite njen graf.
5x%+ 5x | 10
3x2+ 3xi 18

poiscite zacetno vrednost, nicle, pole,

Za funkcijo f (Xx) =

zapisite definicijsko obmocje in enacbo
asimptote. NariSite njen graf.

poiscite zacetno vrednost, nicle, pole,

zapisite definicijsko obmocje in enacbo
asimptote. NariSite njen graf.

1+ xi '

zacetno vrednost, nicle, pole, zapisite

Za funkcijo f (X) =

definicijsko obmocje in enacbo asimptote.

NariSite njen graf.

24. Za funkcijo f (x) = 3 4xi 1+ xi ?

poiscite zacetno vrednost, nicle, pole,

zapiSite definicijsko obmocje in enacbo

asimptote. NariSite njen graf.

x> i oiScite
———— | |
x2; 327

zacetno vrednost, nicle, pole, zapisite

25. Za funkcijo f (Xx) =

definicijsko obmocje in enacbo asimptote.

NariSite njen graf.
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Racionalna neenacbha

Racionalno neenac¢bo oblike:

p1(x)  ps(x)
P2(X)  pa(Xx)

aliza , ;<;> reSujemo tako, da imenovalca zdruzimo (enacbo preoblikujemo) v enacbo oblike:

P1(X) ¢pa(X) i p2(X) ¢pa(X) 0
P2(X) ¢p3(x) '

Nato poiS¢emo nicle in pole racionalne funkcije, ki jo dobimo, ko poenostavimo dobljeni izraz. Pole
in ni¢le oznac¢imo na Stevilsko premico in izraunamo vrednost v neki to¢ki. Po poznanih pravilih
risanja grafov dolo€imo predznake na nastalih intervalih Stevilske premice (intervali na Stevilski

premici so nastali, ko smo oznadili niCle in pole).

Slika 7: Stevilska premica

Se enkrat: racionalna funkcija spremeni predznak v ni¢lah in polih lihe stopnje.

ZGLED 7:
1

X i

Resimo neenacbo

>
] 0.

Stevec ni nikoli enak 0, zato neenadbi pripadajoéa racionalna funkcija nima ni¢el. Neenadba ima

pol lihe stopnje:
xi 1=0) x=1.
Ker ima samo en pol, spremeni predznak samo enkrat (preko pola).

Ko je X = 0, je vrednost izraza negativna, kar pomeni, da so za X < 1 vrednosti izraza negativne,

na desno — preko pola pa so pozitivhe (nariSite pripadajoCo racionalno funkcijo).

Resitev: x 2 (1;1 ).
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ZGLED 8:
x+1 2
3i 3x 'xi 1

ResSimo neenacbo

Ulomka zdruzimo: Za pripadajoco racionalno funkcijo izraGunamo
X + 1 .\ 2 - nic¢le in pole:
3i 3x xj 1 o - -
la: X = 5, X = 1.
(x+ )(xi 1)+ 23 3x) nea PO
37 3x)(xi 1) 0 i o
(3i I Izraunamo vrednost, koje X = 01 —.
x2j 6x+ 5 3
i 3(xj 1)2 0
| ( | 5 Vrisemo vse na S$tevilsko premico in dologimo
. X ) Co -
i 73()( ) 0 predznake na dobljenih intervalih:
(i1 51;(19;:(51).
pol x=1 nicla x=5
~ ~ + + + -~ - X
a1 o0 2 ' ' S S
- - - - ;

Slika 8: Zgled 8

Ker vemo, da je na intervalu (j1 ;1) izraz negativen, bo ta interval spadal v resitev neenacbe. Pri X = 1
je pol lihe stopnje, zato bo na intervalu (1; 5) izraz pozitiven in ta interval ne bo v reSitvi neenacbe. Ko je
X = 5, nastopi ni¢la lihe stopnje in funkcija preko ni¢le spremeni predznak. Interval (5; 1 ) vkljuéno z nic¢lo

(zato pisemo[5; 1 )) spada v resitev neenacbe.

Resitev je unijaintervalov: X 2 (j1 ;1)[ x 2 (5;1).

ZGLED 9:
. 3 4
Resimo neenacbo ————, 1.
X2 i 3x
. 4 i1 .0 Ugotovimo, da stapolapriX = Oin X = 3, niglipastax = j 1in
X2 3x X = 4. Funkcija ima pri x= 1 vrednost: | 3 (izradunajte).
o2
4 x<+ 3 0
x2j 3x : Nicle in pole nariSemo na Stevilsko premico in dolo¢imo predznake na
; W 0 posameznih intervalih (Slika 9).
X(X j >
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ni¢la x=-
~
~
T
_2 _
-1

pol x=0 pol x=3
-+ 2,
1. 2
0

3
Slika 9: Zgled 9

Resitev: X 2 [ 1;0)[ x 2 (3;4]

VAJE:

26.

27.

28.

20.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Resite neenacbo:

Resite neenacbo:

Resite neenacbo:

Resite neenacbo:

Resite neenacbo:

Resite neenacbo:

Resite neenacbo:

ResSite neenacbo:

ResSite neenacbo:

Resite neenacbo:

x+2.

+ nicla x=4
~
1

5

4 =
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Povzetek

A Racionalna funkcija je koli¢nik (kvocient) dveh polinomov:

f(x) = p(x) _ o ¢x" + an; 1 ¢x"i 1+ godag
A(x) by XM+ by g gx™i 1+ gegy

A Zacetna vrednost (Ce obstaja) racionalne funkcije je

f(@:@:@

q0) bp

~ n

ao
tocka:N 0O; — .
bo

A Nicle racionalne funkcije so vrednosti, za katere velja, da je Stevec izraza enak nic:

p(x) = 0.

A Poli racionalne funkcije (navpi¢ne asimptote) nastopijo, ko je imenovalec izraza enak nic:

q(x) = 0.

A Kako se racionalna funkcija obnasa dale¢ stran od izhodi$¢a (h katerim vrednostim gre graf
funkcije), nam pove asimptota. Glede na stopnjo polinoma v $tevcu (Nn) in polinoma v imenovalcu

(m) dolo¢imo asimptoto tako:

n < m) asimptota je premicay = 0

. . . dn
m ) asimptota je premicay = —

b

n

p(x)

n > m) asimptota je koli¢nik pri delienu polinomov ax)’ y = k(x).

A Racionalna funkcija spremeni predznak le preko ni¢lel ali polov lihe stopnje.
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