-~

9

REPUBLIKA SLOVENIJA

MINISTRSTVO ZA SOLSTVO IN SPORT

i
- Nalozba v vaso prihodnost

OPERACH LNO FINANCIRA EVROPSKA UNII
Eviopsk i skiad

TSC Nova Gorica
BIOTEHNISKA SOLA

Polinomi

Miso Krog



'

9

REPUBLIKA SLOVENIJA

'%E **r
“ '\u loz ba v uwpr'z wu’rm f
) ANANCI

MINISTRSTVO ZA SOLSTVO IN SPORT . f‘
‘ » s
o “.-

TSC Nova Gorica
BIOTEHNISKA SOLA

Srednje strokovno izobrazevanje: Kmetijski tehnik, tehniki
Modul: MATEMATIKA

Naslov: Polinomi

Gradivo za 3.letnik SSI

Avtor: MiSo Krog

Strokovni recenzent: Janja Barber Rojc, prof. mat.

Lektor: Severin drekonja, dipl. komp.

Sempeter pri Gorici, 2011

© Avtorske pravice ima Ministrstvo za Solstvo in Sport Republike Slovenije.

Gradivo je sofinancirano iz sredstev projekta BiotehniSka podrocja, Sole za Zivljenje in razvoj
(2008-2012).

Operacijo delno financira Evropska unija iz Evropskega socialnega sklada ter Ministrstvo za
Solstvo in Sport. Operacija se izvaja v okviru operativhega programa razvoja ¢loveskih virov za
obdobje 2007 - 2013, razvojne prioritete: Razvoj Cloveskih virov in vsezivljenjskega ucenja,
prednostna usmeritev IzboljSanje kakovosti in ucCinkovitosti sistemov izobrazevanja in

usposabljanja.

Vsebina tega dokumenta v nobenem primeru ne odraza mnenja Evropske unije. Odgovornost za

vsebino dokumenta nosi avtor.



Kazalo

DS 101 To3 - OSSP UPPR 5
Sestevanje in odStevanje poliNOMOV........cccuviieeeiiieeeiiie et e e e 6
Mnozenje polinomov (polinom s Stevilom, polinom s polinomom)..................... 6

VAUE .. ettt ettt ettt e bt e e et e enraeenns 7
Deljenje pOlINOMOV........coiiiiiiiiiiieeeiee ettt rrre e e e e e e eraeeeeeeeeenns 8
VA E et sttt sttt ettt e 9
NICle POINOMAL......oiiieiiiieciiee et e e e e e et e e e e e e esnnnnaeaeaeens 10
VATE . ettt ettt ettt ettt e et enaeas 11
Hornerjev aloritem.........cccvviiiiiiiiieciie et e 12
VAUE ettt et ettt et ettt e enteeenbeeean 14
Graf POIINOIMA. .....ccoiiiiiiiiiiic ettt e e e e e e v e e e e aaeeeearaeeeeaanns 15
VAUE .. ettt ettt ettt et e et e e e e et e e aaeebeeeabeeens 19



Kazalo slik

Slika 1: POMEN NICEL......eiiiiiiieiie ettt ettt ee e e e e eeeas 15
SIika 2: @n < 0, N-T1R0. oo e e e e e e eeeaaaaaas 16
Slika 3:@n > 0, N-TIN0. .. 16
N §1 S T = T S O I o T Yo [ TP 16
N §1 S T = T O I o T Y Yo [ TS 17
N B R 4 (<6 B 1 P PPPPPPRP 17
N1 4 4 (<o B PSSR 18
N1 R T 4 (< B USSR 19



Definicija

Polinom stopnje N, kjer je n 2 N, je realna funkcija realne spremenljivke (f : R 7! R) in ima

sploSen predpis:

p(X) = anXx" + an; 1x"i T+ ¢gg+ ax?+ ax+ ap a, 6 0.

Ao; a1; €¢gan; 1; @n so koeficienti polinoma p(Xx).

Opazimo, da je predpis polinoma predstavljen kot vsota vecih ¢lenov — monomov, kjer imenujemo

naslednje Clene:
an X" je vodilni &len, v njem "najdemo™:
N - stopnja polinoma,
an - vodilni koeficient;
Ao je prosti ¢len ali konstantni ¢len.

Pravimo, da sta dva polinoma enakih stopenj enaka, ko se ujemata v vseh koeficientih.

Polinome definiramo za vsa realna Stevila (8X 2 R), prav tako je njihova zaloga vrednosti

(pod)mnozica realnih stevil (p(x) 2 R).

Po potrebi lahko definiramo polinome tudi kot preslikavo nad mnozico kompleksnih Stevil
(f :CT7! C).

Kje smo polinome Ze srecali?

Tukaj se ne sreCujemo prvi¢ s polinomi, ampak smo z njimi Ze imeli opravka. Spomnimo se

potenéne funkcije (f (X) = ax"), ki sedaj izgleda kot en ¢&len v predpisu polinoma. Stvar lahko

obrnemo tudi malo drugace in povemo, da je polinom sestavljen iz vsote razliCnih potencnih

funkcij poljubnih stopen;.

Prav tako smo se Ze veliko ukvarjali s polinomi stopnje N = 2 (predpis a2x2 + a1X + Qo). Le

kdo se ne spomni, da ta predpis ustreza kvadratni funkgiji (f (X) = ax? + bx + ¢), le da smo

takrat pisali koeficiente ap = 2,a1 = b, ap = C.

Tudi polinome stopnje N = 1 (predpis: a1X + ag) Ze dobro poznamo. To so seveda linearne

funkcije (f (X) = kx + n), kjerjeas = Kinag = n.



Za polinome stopnje N = 0 (polinomi ap) pa retemo, da so to vse konstantne funkcije

(f (x) = c),razenzaf (x) = 0 re¢emo, da o njeni stopnji ni mogoce govoriti.

Sestevanje in odsStevanje polinomov

Polinome seStevamo in odstevamo tako, da sestejemo ali odstejemo koeficiente pri ¢lenih z enako
stopnjo (tako kot smo sestevali in odStevali vec€lenike). Vsota in razlika polinomov je polinom, Ki

ima enako ali nizjo stopnjo od najvisje stopnje vseh vodilnih ¢lenov, ki nastopajo v izrazu.

ZGLED 1:
Za polinoma p(x) = 7x%j 4x*+ 2x2 in q(x) = 2x°+ 5x3| 2x? + 5 izradunajmo vsoto

p(x) + q(x) in razliko p(x) j q(x).

Vsoto p(x) + q(x) izraCunamo:

7x% i 4xt+ 2x2+ (2x°+ 5x3 | 2x?+ 5)
9x®; 4x*+ 5x3 + 5

p(x) + q(x)

Razliko p(x) j q(x) izraéunamo:

7x% i 4x*+ 2x2 (2x°+ 5x3 | 2x% + 5)
X% 4x*+ 2x2; 2% 5x3+ 2x%; 5
5x° 4x*i 5x3+ 4x?%; 5

p(x) i a(x)

Mnozenje polinomov (polinoem s stevilom. polinom s polinomom)

Polinome mnozimo z nenic¢elnimi Stevili tako, da vse posamezne koeficiente polinoma mnozimo s

Stevilom. Polinomom se pri mnozenju s Stevili stopnja ne spremeni.

Mnozenje dveh polinomov izvajamo tako, da vsak &len iz prvega polinoma pomnozimo z vsakim
¢lenom iz drugega polinoma. Produkt dveh polinomov je polinom, ki ima stopnjo enako vsoti

stopenj polinomov, ki smo jih mnozili (faktorjev).

ZGLED 2:
Za polinoma: p(x) = 3x° | 2x3+ 2x?| 5in q(x) = x?| 2 izraéunajmo produkt 6p(X) in
produkt p(x) ¢q(x).



Produkt 6p(X) izratunamo:

Bp(x)

6¢(3x°i 2x3+ 2x2 5)
18x% i 12x3+ 12x%; 30:

Produkt p(x) ¢q(x) izracunamo:

p(x) ga(x) = (3x°j 2°+ 2% 5) ¢(x*| 2)
= 3x’j 2%+ 2x*j 5x%j 6x°+ 4x3j 4x%+ 10
= 3x’; 8%+ 6x*i X%+ 10:
Pomni:

Polinome lahko "po mili volji" seStevamo, odstevamo in mnozimo, vendar moramo pri vsaki
operaciji, ki jo izvajamo, upostevati sploSne zakone raCunanja. Kon¢ni rezultati operacij so

vedno polinomi.
VAJE

1. Zapolinoma p(x) = 2x*j 5x*j 6in 5. Zmnozite polinoma p(x) = x| 1in
q(x) = 7x3j 5x%j 3x%?+ 2x+ 6 qx) = x4+ X3+ X2+ x+ 1.

izradunajte P(X) + q(X) in p(x) i q(x). 6. Zmnozite polinoma p(x) = x + 3in

2. Zapolinoma q(x) = x?j 3x+ 9.
p(x) = j x>+ 6x*j 2xj 8in
q(x) = 5x*+ 5x3| 5x%| 2x+ 8
izraCunajte p(x)+q(x) in p(x)+q(x).

7. lzraCunajte :—23 ¢p(x) ce je
p(x) = 6x%+ 12x3 + 18x?| 33.

. - 2 .
3. Dani so naslednji polinomi: p(X) = X j 1 8. Zapolinome p(x) = x=j 2x+ 1,

= x2 : —
aix) = x2j xj 1,r(x)=x3; x2+ 1 g(x) = x2+ 2x+ Tinr(x) = xj 1

izracunajte.
a) p(x) ¢q(x)
b) p(x) ¢r(x)
c) 3q(x) ¢2r(x)

ins(x) = 2x*| x?+ 2. Izratunajte.
a) p(x) + q(x)
b) q(x) + r(x)

c)s(x) i r(x)+ p(x)

1
d)r(x) i q(x)+ s(x) d) 5P(x) ga(x) + r(x)
4. Zapolinoma p(x) = x?j 1in 9. Zapisite stopnje rezultatov, dobljenih v 8.
q(x) = x* 3x%+ 6x| 9izradunajte nalogi.
P(X) ¢q(x) in 4 ¢q(x). 10. IzraGunajte.



a)=(xj 1)(4x?+ 6xj 12)

2
b) (x?+ 9x | 5)(2x?+ 3x + 5)
c) 2(16x3 + 8x% 20)(3x%j 2)

Deljenje polinomov

Za deljenje polinomov uporabimo izrek, ki pravi: ¢e je polinom p(X) stopnje n in polinom q(X)

stopnje m in n , m, potem velja enakost:

p(x) = k(x) ¢q(x) + r(x),

kjer je stopnja polinoma K(X) enaka n j m, stopnja polinoma r(X) pa je strogo manj$a od m ali

pajer(x) = 0.

V izreku o deljenju imenujemo:

X deljenec, : :
P(x) #¢4 - Podobno velja, da za dve naravni $tevili a;b2 N
k(X) ¢¢ kolicnik, kjer je @ > b, obstaja tako naravno Stevio K 2 N,

' da lahko:
q(x) ¢¢s delitelj, | a lahko

a=kg¢b+r O0- r<h
r(X) ¢¢s ostanek.

- a - delienec, b - delitelj, K - koli¢nik, I' — ostanek

Kako izvajamo deljenje dveh polinomov, pa si bomo ogledali na zgledu 3.

ZGLED 3:

Polinom p(x) = 3x%j 2x®+ 2x2| 5delimo s polinomom q(x) = x?j 2.



i +
43 2x? i 5
43 i 8x
i +
| 2x“ +8 |5
i 22 +
+ |
8x i 9

Koliénik kK(x) = 3x3 + 4x | 2inostanek r(x) = 8xj 9.

3 N . 3x5
3x° smo dobili kot koli¢nik <

- o 4x3
4x smo dobili kot koliénik 2
N o 2x2
i 2 smo dobili kot koliénik 2

V racunu vedno vodilni ¢len polinoma P(X) delimo z vodilnim ¢lenom
Q(X) in nato dobljeni kolicnik pomnoZimo s polinomom CI(X) ter dobljeni
produkt odstejemo od p(x). Postopek ponavljamo, dokler ostanek nima
manjse stopnje kot Q(X).



ZGLED 4: Pomni:

Polinom p(x) = x3{ 1 je deljiv z nekim polinomom Polinom P(X) je deliv s polinomom ¢(x),

. &e je ostanek pri deljenju r (x) = 0.
q(x) tako, da dobimo koliénik k(x) = x2+ x+ 1. ! pri defienju r (X)

Dolo¢imo polinom q(X).

Ker je koli¢nik pri deljenju stopnje 2, bo delitelj stopnje 1, saj je deljenec stopnje 3. IS¢emo torej
polimom oblike a4X + ag. Ostanek je 0, saj je p(X) deljiv s polinomom q(X). Zapi$emo zvezo po
izreku o deljenju:

p(x) = k(x)a(x) + r(x)

x3j 1= (x?+ x+ N(ajx+ ap) + 0;

zmnozimo in enac¢imo koeficiente pri enakih stopnjah:

X3i 1= a1x3+ (a1+ ao)X2+ (81 + ao)X+ ao
ai=1la;+a=0a+a=0a=;1

Brez nadaljnjega ra¢unanja dobimo iskani polinom q(x) = X j 1.
VAJE

11. Delite polinom p(x) = X% 6x*+ 9x3| 7x?j 3x + 9spolinomom q(x) = x| 2.
12. Delite polinom p(x) = 4x% | 12x* + 2x3; 18x? s polinomom q(x) = 2x2 | 3x + 1.
13. Delite polinom p(x) = x°j 1s polinomom q(x) = xj 1.
14. Ali je polinom p(x) = 2x3 + 3x? | 8x + 3 deljiv s polinomom q(X) = X %’?
15. Ali je polinom p(x) = 12x% + 15x* 13x3+ 8x? + 3x | 1 deljiv s polinomom

a(x) = x%j 1?

16. Ali je polinom p(x) = 7x®j 9x°j 8x*j 2x3+ 5x?| 11 deljivs polinomom
q(x) = xj 27?

17. Koliénik pri delienju polinoma p(x) = x*j 2x2+ 1's polinomom q(X) je polinom
k(x) = (x + 1)(x?j 1).Poiscite q(x), ce je p(x) deljiv z q(X).

18. Dologite neznani koeficient polinoma p(x) = 6x° + 11x? + aix j 12 tako, da bo

ostanek pri deljenju s polinomom q(X) = 2x + 3 enak ni¢.
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19. Za kateri realni $tevili @; b2 R bo imel polinom p(x) = 2x*j x3 + bx? + 1 pri deljenju
s polinomom q(x) = X j 3koliénik k(X) = 2x3+ 5x2 + 2x + 5in ostanek r(x) = 9?

Nicle polinoma

Ce delimo polinom p(x) = an X" + ¢d¢¢asx + ag z linearnim polinomom q(X) = xj c(c2 R)

po Ze do sedaj spoznanih temeljih deljenja polinoma s polinomom, pridemo do zveze:
p(x) = k(x) ¢(x i ©)+ r(x).

Ce sedaj zelimo izradunati vrednost polinoma p(x), ko je X = ¢ dobimo:

p(c) = k(c)g(ci )+ r(c)
p(c) = r(9)

Kar pa pomeni, da je vrednost polinoma p(X) v tocki, ko je X = C, enaka vrednosti ostanka pri

deljenju polinoma p(X) zq(X) = Xj czaX = C.

Sklep, ki nas pripelje do bistva tega razdelka, je ta:

Ce je p(x) deljivz X | c, je $tevilo c 2 R niéla polinoma p(X).

Za nic¢le velja splo$en pogoj, da je p(x) = O, torej ée je p(c) = O, je tudi r(c) = 0. Po drugi
strani to pomeni, da kadar je C ni¢la polinoma p(X), velija p(x) = k(x)(x j €). Pri tem vemo, da
je stopnja linearnega polinoma (X j C) enaka 1, zato je stopnja k(X) enaka nj 1, kjer je n

stopnja polinoma p(X).
Sklenemo, da za p(X) velja tudi:
p(x) = k(x) ¢(x i o* k(c) 8 0;

potem re¢emo, da je Stevilo C, K - kratna ni¢la polinoma p(X), oziroma da je stopnja ni¢le C enaka
K. Pri tem moramo biti zelo pozorni, saj je stopnja polinoma p(X) enaka vsoti stopenj polinomov, ki
jih mnozimo. Ker je stopnja polinoma (x j €)X enaka k, je stopnja polinoma k(x)n j k, kjer je n

stopnja polinoma p(x).

Ce se da polinom k(X) razstaviti na same linearne faktorje (Clene oblike X j X;), lahko zapisemo

polinom p(X) takole:
P(X) = an(X | X1)(X| X2) ¢¢(x i Xn; 1)(X | Xn),
kjer so X1; X2; ¢¢¢Xn nicle polinoma p(X), saj ko X zavzame neko vrednost izmed X1; ¢¢¢Xn, je
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eden izmed faktorjev polinoma p(X) enak ni¢. Takemu zapisu pravimo faktorizirana enacba

polinoma p(X). Lahko trdimo, da: ima polinom stopnje N najveé n realnih niéel.

Za polinom p(X) stopnje N ni nujno, da je N ni¢el v mnozici realnih stevil (R) , ampak je
natanko N niel v mnozici kompleksnih stevil (C).

ZGLED 5:

Zapidimo realne nigle polinoma p(x) = x% | 3x2 + 2.

Polinom razstavimo:

p(x) = x*j 3x%+ 2

p(x) = (x*i D(x*i 2 B o

px) = (xj Dx+ NH(xi 2(x+ 2
NidlesoX1 = 1,Xo= | 1,X3= ' 2,X4=j 2.

ZGLED 6:

Zapiimo realne nigle polinoma p(x) = x3j 2x2+ 4x| 8.

Razstavimo p(X) = x3j 2x2+ 4x | 8&:

x}(xi 2)+ 4(xi 2)
(xi 2)(x*+4)

P(Xx)
P(x)

Realna ni¢la je tokrat samo X1 = 2, saj se X2 + 4 ne da razstaviti v mnozici realnih Stevil.

VAJE

20. IzraCunajte vrednosti polinoma b) x*i x?; 6
p(x) = 3x*i 2x3| 3x + 10 v tockah: o) x4 + 2x2 + 1
x = fj 1;0;1; 1%g.

23. Pois¢ite realne nicle polinomov.
a)3x3i 6x2i 9x + 18
by 8x3i 27

21. IzraCunaijte vrednosti polinoma
p(x) = (x| 3)*(2x + H)(x*+ x + 2)

v togkah: x = fi 1;0; 1; 1%g.
ox3j x2+5x+5

d)6x3+ 9x? i 12x + 18

22. Poiscite realne nic¢le polinomov.

ayx*i 6x°+ 8
24. Dokazite, da je Stevilo j 1 nic¢la polinoma
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p(x) = x*+ 3x%+ 6x2+ 7x + 3,in

zapisite njeno veckratnost.

25. Dologite veckratnost ni¢le X = 2 polinoma

p(x) = x*j x3; 18x%2+ 52x | 40.
26. Razstavite.
a)x3i 9%+ 27xi 27

by1i 3x+ 3x?i x°3

Hornerjev algoritem

Polinom p(Xx) = ap X" + ¢¢¢+ aix + ap stopnje n 2 N delimo z linearnim polinmom

q(x) = xj c tako:

p(X) 1 a(X) = (@nX" + an; 1x"T 1+ ¢gg+ a;x + ag) 1 (X ©)
= ny X" by ox" 2 g bix o+ by + ;(.X)c
I
_ r(x).
= k(x) + m,

kier je @an = bn; 1, r(X) neka konstanta, k(X) pa je stopnje n j 1.

Koeficiente koli¢nika K(X) pri deljenju polinoma z linearnim polinomom lahko poi§éemo s

algoritmom, prikazanim v spodniji tabeli:

dn ani1 ani 2 ¢¢¢ a4 do
c # C¢h‘|i1 C¢bni 2 ¢¢¢ C¢b1 C¢bO
bni 1 h1; 2 h’]i 3 ¢¢¢ tb I'(X)

Tako dobimo by, | 1= aninby; 2= an; 1 + C¢by; 1 0z splosno: b = aj+1 + c¢b+ 1.
Ostanek je torej vsota r(x) = ap + ¢ ¢hy.

Algoritem imenujemo Hornerjev algoritem, uporabljamo ga za deljenje polinoma z
linearnim polinomom, iskanje niCel (nicla je, kadar je na mestu ostanka 0), doloanje vrednosti

polinoma v neki tocki,...
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ZGLED 7:

S Hornerjevim algoritmom delimo polinom p(x) = x3j 2x?j 8s polinomom q(X) = xj 1.

112 0 ;8
1T 1# 1 i1 ;1
1T i1 i1 i 9
Po Hornerjevem algoritmu je k(X) = 1x?j 1xj 1, ostanekr(x) = j 9.
ZGLED 8:
Alije X = | 2 nigla polinoma p(x) = 3x%+ 10x* + 8x3| 2x%+ x + 10?

Preverimo s Hornerjevim algoritmom (lahko bi izradunali p(j 2)):

13 10 8 2 1 10
i2|# 6 {8 0 4 10
3 4 0 2 5 O
Ker je ostanek 0, pomeni, da je Stevilo X = | 2 nigla polinoma p(X). Ce bi polinom p(X) delili s

polinomom q(x) = X + 2, bi dobili koli¢nik k(x) = 3x*+ 4x®| 2x + 5 in ostanek r(x) = 0.

Preverite.

ZGLED 9:

Dolo¢imo koeficienta a;b2 R tako, da bo p(x) = x*+ ax®+ 4x?+ bx | 15 imel nidli

X1 =1j linxy = 3.

Uporabili bomo Hornerjev algoritem (dvakrat):

o a 4 b i 15
i11# 1 ja+1 aj 5 jaj b+ 5
1 aj1 ja+5 a+bj 5 jaj bj 10

Dobimo koliénik k(x) = x3+ (aj 1)x2+ (j a+ 5)x + a+ bj 5in ostanek

r(x) =jaj bj 10, ki mora biti 0, sajje X4 = j 1 ni¢la polinoma.

Ce Zzelimo, da bo $e X2 = 3 ni¢la polinoma p(X) bo tudi ni¢la za polinom k(X) in sledi:
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11 aj 1 ja+5 a+bj 5
3 | # 3 3a+ 6 6a+ 33
1 a+2 2a+ 11 7a+ b+ 28

Tudi tokrat mora biti ostanek O in dobimo sistem enacb, ki ga z lahkoto res§imo:

iaj bj 10=0 "

7a+ b+ 28=0

6a+ 18 = 0
a = 3

) b = T

Tako dobimo iskani polinom, ki je:

p(x) = x*j 3x3+ 4x%; 7xj 15

inimaniéli X1 = j 1, X2 = 3. Preverite.
ZGLED 10:

Dolo¢imo polinom tretie stopnje, za katerega velja p(2) = 3, njegove ni¢le pa so Xq = 1,

Xo = j2inX3= 4.

Za polinom uporabimo dejstvo, da je polinom tretje stopnje — ima 3 nicle in uporabimo nastavek:
p(x) = an(Xj x1)(Xi X2)(Xi X3);

vstavimo nicle in poiS€emo vodilni koeficient s pomocjo dejstva p(2)=3:

p(x) = an(xj N(x+ 2)(xj 4)
3 = an(2i N2+ 2)(2] 4)
an = i §:
3
Dobimo: p(X) = 2§x3 i 8X?j 26§x + 21%.
VAJE

27. S Hornerjevim algoritmom delite polinoma
p(x) = 4x*j 6x3+ 12x% 5xj 3in
q(x) = xj 3.

28. S Hornerjevim algoritmom delite polinoma
p(x) = 3x%j 3x3j 9%+ 7x 3in
qx) = x + 1.

29. S Hornerjevim algoritmom izracunajte p(a)

zaa=fj 2;j 1;0;1;3gin

Kandidati za racionalne nicle
0 taki ulomki §, kjer ¢ dell

prosti ¢len a,, d pa deli vodilni

koeficient ap, .

p(x) = 5x% 4x*+ 3x3+ 7x%; 9x.

30. Kateri izmed $tevil j 5;j 2;0; 2; 3; 12 sta
ni¢li polinoma, danega s predpisom
p(x) = 4x*+ 12x3 | 56x°| 52x | 60?

31. S Hornerjevim algoritmom pokazite, da je
X =i 1Iniglaza p(x) = 3x3; 36x | 36.
Poiscite Se ostali dve nicli.

32. S Hornerjevim algoritmom pokazite, da je
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X = 5Snic¢la za polinoma z ena¢bo
p(x) = 2x3j 14x%+ 22x j 10. Poiscite
Se ostali dve nicli.

33. Za polinom p(x) = x3+ 7x + axj 5
dologite a tako, dabo X = | 2 ni¢la

polinoma P(X).

34. Dolocite a; b 2 R tako, da bo imel polinom
p(x) = 3x%+ 3x3+ ax?+ bx + 6
nicli X4 = j 3inXy = 2.

35. Dolocite a; b 2 R tako, da bo imel polinom
p(x) = 2x*+ ax3| X2+ bx+ 7
nicli X1.2 = §1.

36. ZapiSite enacbo polinoma tretje stopnje, ki
imanicle X1 = 2,X2 = 1inx3z = j 3ter
poteka skozi tocko A(j 1;1).

37. Zapisite enacbo polinoma tretje stopnje, ki
imanicle X1 = j 4,X2 = 2inX3 = 3ter
je p(2)=1.

38. Polinom &etrte stopnje ima nicle X4 = 1,
X2:3 = 2, X4 = 3. Zagetna vrednost

polinoma je 1. ZapiSite njegovo enacbo.

Graf polinoma

Graf polinoma z enacbo:
P(X) = anX" + an; X" T+ ¢dg+ aix + ag

in realnimi koeficienti f an; an; 1; ¢¢¢; a1;a809 2 R je zvezna (nepretrgana) krivulja.

Pri risanju grafa se bomo osredotodili na preseciS¢a z abcisno osjo (ni¢le) in presecisce z
ordinatno osjo (zacetna vrednost) ter obnasanje krivulje dale¢ stran od izhodi§¢a: X 7! {1 in
X /1.

Graf bomo narisali s pomocjo (nekaterih ze znanih) dejstev:

F Polinom n-te stopnje ima najvec n realnih niéel.

Spomnimo se (str. 10), da lahko poljuben polinom n-te stopnje zapiSemo kot produkt
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nerazcepnih faktorjev: P(X) = an(Xj X1)(X i X2) ¢¢¢(X i Xn). Ce so vsi faktorji

linearni, to pomeni, da jih je N, smo nasli toliko (N) realnih nicel.

F Polinom spremeni predznak le v niéli lihe stopnije. CU :

. . . . L Pomni:
Denimo, da na nekem obmocju polinom sploh nima ni¢le, potem !

P(x) = k(x)(x i o)
je produkt faktorjev p(X) = an(Xj X1)(X| X2) €¢&(X i Xn) ' za ¢ pravimo da je nidla:

na tistem obmocju vedno enakega predznaka, saj nobeden izmed - liha, &e Kliho $tevilo

faktorjev ni spremenil predznaka (linearni ¢len X j X; spremeni - soda, e je K sodo 3tevilo
predznak v X = Xi).
Oglejmo si, kaj se zgodi, ¢e je ni¢la X; sode stopnje: ¢¢¢(X | Xi)™ ¢¢ m-sodo. Najsibo
faktor pozitiven ali negativen, bo po potenciranju na sodo potenco vedno pozitiven, zato se v
ni¢li sode stopnje le dotakne abcisne osi.

Logi¢no sledi: ¢e je m-liha (X je ni¢la lihe stopnje) potenca, faktor ¢¢¢(x | Xi)™ ¢gs, ko je

X = Xj, spremeni predznak polinoma oz. polinom v nicli preide abcisno os.

y
p(x)
Nicla sode stopnje
v X
Nicla lihe
stopnje

Zacetna .-
vrednost

Slika 1: Pomen nicel

F Obna$anje polinoma daleé¢ od izhodi$§&a dologa vodilni élen polinoma.

Denimo, da iz splosne ena(':bs polinoma izpostavimo vodilni &len ap X": )
p(x) = anx" 1+ Gnityi1y Bni2g2, g+ 80 in .
n an dn
opazimo, ko je |X]j dovolj velik, se izraz v oklepaju priblizuje 1 in je zato posledi¢no
zanemarljiv v primerjavi z an, X" . Dejansko lahko potem obnasanje polinoma poenostavimo
na obna$anje ¢lena a,X". Kak$en predznak ima polinom desno od "najbolj desne nicle"
(x 7! +1 ) in kak$en je predznak levo od "najbolj leve ni¢le" (x 7! j1 ), nam torej pove

&len ap xX".
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Analizirajmo torej produkt an X":

Prva moznost je na sliki 2.

Vodilni faktor je negativen (a, < 0), stopnja n pa p(x) je
liha (nariite nprj X3). \ x
Ko velja, da gre X 7! i1 , je produkt apx" " o

pozitiven, torej gredo p(x) 7! + 1 n - liho

(npr:j 5(j 100)3 > 0).

Ko velija, da gre X 7! +1 , je produkt apx"
negativen, torej gredo p(x) 7! 1

(npr: i 5(100)3 < 0).

Slika 2: @n < 0, n-liho

Druga moznost je na sliki 3.
Vodilni faktor je pozitiven (an, > 0), stopnja n pa n - liho

je liha. (narisite npr x3) .

Ko velja, da gre X 7! i1 , je produkt anx" J

negativen, torej gredo p(x) 7! 1

(npr: 7(j 100)3 < 0).

Ko velja, da gre X 7! +1 , je produkt anXx"

o . Slika 3: @y > 0, N-liho
pozitiven, torej gredo p(x) 7! + 1

(npr: 7(100)3 > 0).

Tretja moznost je na sliki 4.

Vodilni faktor je negativen (a, < 0), stopnja n pa

je soda (nariSite npr j X4).

p(x)
Ko velija, da gre X 7! i1 , je produkt a,x"
negativen, torej gredo p(x) 7! i1 =0 )

(npr:j 2(j 100)% < 0).

Ko velja, da gre X 7! +1 , je produkt anpx"
negativen, torej gredo p(x) 7! 1

(npr: i 2(100)* < 0).

Slika 4: an, < 0, n-sodo

Cetrta moznost je na sliki 5. N
Vodilni faktor je pozitiven (a, > 0), stopnja n pa "‘:f:’odo
je soda (narisite npr x%).
Ko velja, da gre x 7! i1 , je produkt ax" \ 1 p(x)
X
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pozitiven, torej gredo p(x) 7! + 1

(npr: i 9(100)* > 0) .

Ko velja, dagre X 7! +1 , je produkt a, X" pozitiven, torej gredo p(x) 7! +1
(npr: 9(100)* > 0).

ZGLED 11:

Narigimo polinom p(x) = x*j 4x3+ 3x+ 4x | 4. Dolo¢imo njegove nidle in zacetno

vrednost.
Zadetna vrednost je tocka, kjer graf seka ordinatno os, to je tocka, kjer je X = 0, zato je p(O) = 4.
Tocka paje N (0; 4). v
3
Ni¢le bomo poiskali s pomocjo Hornerjevega algoritma.
Kandidati za racionalne ni¢le so § 1, § 2, § 4. Poskusimo: 21 p(x)
01 i 4 +3 4 i 4 14
i1/# i1 5 ;8 4
1 ;5 8 ;4 0 0 J x
. 2 0 1 2 3
1(# 1 4 4 X, X34
1T 14 4 0
Tako smo potrdili, dasta X1 = j 1in X2 = 1 niéli polinoma
P(X). Iz Hornerjevega algoritma vidimo, da se da polinom
p(X) zapisati kot p(x) = k(x)(x + 1)(xj 1). Vemo,
da ima polinom Ccetrte stopnje lahko 4 realne nicle, zato
poskusimo poiskati Se ostali dve, ki sta ni¢li koli¢nika N(0,-4)
k(x) = x%j 4x + 4.
-5

. . Slika 6: Zgled 11
Razstavimo koli¢nik: ' 9

X2j 4x+4=10
(xj 2?=0.

Dobimo $e tretjo in &etrto niclo X1.2 = 2 (Stevilo 2 je dvakratna ni¢la polinoma P(X)) - v njej se graf
polinoma dotakne abcisne osi.
Uporabimo dejstvo, da je graf za X 7! j1  pozitiven, pravtakoza X 7! +1 (kerjean = 1> 0, npa

je sodo Stevilo).

ZGLED 12:
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1
Narigimo polinom p(x) = (x*j x3j 5x%+ 3x + 6)(x + é) Dolo¢imo njegove nicle in

zapiSimo Se polinom v faktorizirani obliki.

Zactetna vrednost je tokrat p(0) = (6)(%) = 3.

Eno ni¢lo ze poznamo X4 = j % poiskati jih moramo Se y
4, saj imamo polinom pete stopnje. Ni¢le bomo iskali v 4] p(x)
deluk(x) = x*+ x3j 5x%j 3x + 6.

Poskusimo X2 = 1:
11 1 i5 (3 6
i 2|# 2 2 6 |6
1 i1 i3 3 0

Oc¢itno je X1 nicla.

Na tej tocki imamo ze drugi faktor polinoma
p(x) = (®i xZj 3x+ 3)(x+ 2)(x+ 3).

Razstavimo $e kolignik k(x) = x3j x?j 3x + 3: 4]

0 = x3; x?j 3x+3
= X%(xi i 3(xi 1) Slika 7: Zgled 12
= (X% 3)(xj 1

0 = (xi "I+ Bxi

Dobimo niéle X3 = I"\3>;X4 = " 3in X5 = 1.

Faktorizirana enacba polinoma: p(x) = (x | = 3)(x + ~ 3)(x | N)(x+ 2)(xi 2).
Vodilni ¢len polinoma je v tem primeru x5, zato bo, ko bo el X 7! i1 , p(x) < 0, ko pa bo sel

X 7! +1 pabo p(x) > 0.

NariSemo e polinom (slika 7).
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ZGLED 13:

Narigimo polinom p(x) = x°j 6x3+ 8x.

Pois¢emo zacetno vrednost p(0) = 0, N (0; 0).

Poiséemo Se nicle:

P3)

2.

0 = x°j 6x>+ 8

0 = x(x*; 6x%+ 8)

0 = x(x? 4)(x?; 2

0 = x(xj 2(x+2)(xj 2)(x+
Nicle so:
X1=0X2= 2X3= | X4 = 2X5= ]
Kogrex 7! i1 ,jep(x) < O,kopagreXx 7! 1 ,pa
je p(x) > 0.
VAJE

39. Zapisite vodilni ¢len, vodilni koeficient,
stopnjo polinoma, poiscite nicle in zacetno
vrednost ter nariSite polinome:

a)(x?i 1)%(x + 2)
b)yx3i 3x%i 4x

c) x* i 4x?

dx®+ x3; 2x

e)j 2x3i 4x+ 10xi 20

Ax3; 7x+ 6

40. Zapisite enacbo polinomov v faktorizirani

obliki in narisite polinome:

s)x*i 2x3; 8%+ 18xi 9
by x2j 7x3; 18x

c)2x*+ 3x3; 12?2 7x+ 6

d) 3x5 20x* + 36x3 + 2x% 39x + 18

41.

42.

43.

44.

p(x)

.44

Slika 8: Zgled 13

Zapisite nicle in narisite polinom

p(x) = 3x3+ 5x% | 16x| 12.
Zapisite intervale, kjer je p(x)>0.

V koordinatni sistem nariSite polinom

p(x) = 2x*j x3j 17x?+ 16x + 12
in polinom jp(X)j.

Dolodite a;b 2 R tako, da bo imel polinom
p(x) = 3x*+ 3x3+ ax?+ bx + 6
nicli X1 = j 3in X2 = 2. Poi&cite Se ostali
nicli in polinom p(x) nariSite v koordinatni

sistem.

Dolocite a; b 2 R tako, da bo imel polinom
p(x) = 2x*+ ax3j] X2+ bx+ 7
nicli X1.2 = § 1. Poi&gite $e ostali nicli in

polinom p(x) nariSite v koordinatni sistem.
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